NOMBRES REELS

Nombres algébriques, nombres de Liouville
1. 1) Une propriété d’approximation diophantienne. Soit & un nombre algébrique réel non
rationnel, racine d'un polynéme irréductible & coefficients entiers P, de degré d.
a) Montrer que, pour tout nombre rationnel z = > on a |P(z)] > id
b) Montrer qu'il existe un réel C > 0, ne dépendant que de ¢, tequue, pour tout nombre
rationnel 2 = {(_)_I}_ ait [z —af > % (Se ramener au cas oll z € [@ — 1, a4+ 1], et utiliser
I'inégalité des aceroissements fmjsqpour P(z) — P(a).)
2) Soit € = (en), n > 1, une suite & valeurs dans {-1,1}. Montrer que le aombre
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est transcendant. Retrouver le fait que le cardinal de 'ensemble des nombres transcendants
est celui de R.

Fractions continues

Soit (@n)nen une suite de nombres entiers strictement positifs. A celle-ci, on associe la
suite de fractions définie récursivement par

(0o, - -, @] = ag +
(a1;---an]
Il s’agit en premier lieu de bien comprendre le sens de cette écriture : on définit ici par
récurrence une suite de fonctions sur N*”. La méme définition donne une suite de fonctions
sur ]0,+oo[" que I'on note usuellement sous la forme parlante
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[ag,...,an]=a0+

a1t g —
-
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Cette notation imagée ne doit pas faire croire quune relation comme (1)[ag, . . 0] =

1 o
[ag, - - -, @p—1 + —] est immédiate, tant s'en faut.
a

n

1) Prouver la relation (1) en s’appuyant sur la définition, & I'exclusion de tout autre
argument.

2) Montrer que, pour tout 7 > 2, les suites définies; par la donnnée de Do = ao, go = 1,
p1 = agay +1, g1 = a; et les relations de récurrence k

Pn = 0nDn—1+Pn-2, (n= Ann-1+ Qn—2
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3) Dans cette question, on note ry le nombre rationnel r, = [ag,...,a,] et Fon éerit

o = %—'1 ol Py, et g, sont deux entiers positifs donnés par les relations ci-dessus. Montrer
4a
que, pour tout n € N,

pl!q"‘*-l ~pn+1(]n — (_l)"'*‘l-

Suite de fractions continues attachée & un nombre irrationnel 0.

4) Soit € un nombre irrationnel > 1 et ap = |6 (partie entidre de §). On définit correcte-

» . ’ - 1
ment par récurrence deux suites (an), (0n) en éerivant : 6y = 0, 0 = ag + g = 1601 ]
1

* 4 1 -
et plus généralement |6,,] = a, et 6, = a, + ——. La suite r, de fractions continues
Id N - ’ . .’1-*‘1 -
attachée a (a,,) (cf 2) ci-avant) est appelée traditionnellement suite des réduites de 0.

a) Prouver que, pour tout n € N, 8 = [ag, . .., @, On41]-
b) En déduire que 6 est toujours compris entro Tn €t 7nyq, préciser ce résultat suivant la
parité de n.

¢) Montrer que, pour tout n € N,

1
<—2.

|60 —ra| <
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,}A_Qgﬁcation. Montrer que N — N est dense dans R.

/ d) Prouver que la suite g,|6 — 5| décroit.
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5) a) Les notations restent celle de la question 4). Montrer que, parmi trois réduites
consécutives de 8, l'une au moins vérifie

1
|6 — |<
VEg?
(Notant rpy; = Prti o réduites en question, i = 0,1,2, prouver en raisonnant par
n+i
Pabsurde que A = il o L= Int? sont strictement inférieurs & (1+/5)/2 et aboutir &

On+1
une contradiction grace a la relation de récurrence.)

.': Vérifier que v/5 est la meilleure constante possible.
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